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Μεθοδολογία

Ασκήσεις

1. 
Να αποδείξετε ότι έχουν μία τουλάχιστον ρίζα στο αντίστοιχο διάστημα οι εξισώσεις:


 α)
x3 -3x2 – x + 3 = 0 

στο  
(0 , 2)


 β) 
2x + 3 = 5συνx


στο 
(0 , π)


 γ)
x2 + x = ημ2x + 1

στο
(0 , π)


 δ)
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στο
(1 , e)


 ε)
5x5+(α2-4)x2+(α-1)2x=α2+1
στο 
(0 , 1)


στ)
ex – 3x = ημx


στο 
(0 , 1)

 ζ)
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στο
(0 , 1)


 η)
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στο
(3 , 4)


 θ)
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στο
(0 , π/6)


 ι)
x = 1 + 
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ημ(λx),   λ((
στο
(0 , 2)

ια)
xex + lnx – 2 = 0


στο
(0 , 1)
2.
Να δειχθεί ότι έχουν δύο τουλάχιστον ρίζες στο αντίστοιχο διάστημα οι εξισώσεις:

 α)
4x3 -3x2 -8x + 6 = 0

στο
(0 , 2)


 β)
x – 3 – 5 ημx = 0


στο
(-π/2, 0)


 γ)
x2 – συνx –x ημx = 0

στο
(-π/2, π/2)


 δ)
x3 – αx2 + β = 0 με β>0 και β<4α – 8  στο ( -2 , 2)


 ε)
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( 1 , 3)

3.
Να δειχθεί ότι έχουν μια μόνο πραγματική ρίζα στο αντίστοιχο διάστημα οι εξισώσεις:

 α)
x3 + x – 3 = 0 


στο  (

 β)
2lnx + ex = 0


στο  (0, +()


 γ)
συνx – x + 1 = 0


στο  (0, π/2)


 δ)
κlnx + x – κ = 0


στο  (0, +()


 ε)
lnx + αx = 0 


στο  (1/e, 1)


στ)
x + 2
[image: image7.wmf]x

 - 1 = 0


στο  [0, +()


 ζ)
lnx + ex = 0


στο  (0 , 1)

4.
Αν κ, λ, μ > 0 και α<β<γ να δειχθεί ότι έχει δύο πραγματικές ρίζες η εξίσωση :
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5.
Αν για τις συνεχείς συναρτήσεις f και g ισχύει η σχέση f(α)+f(β)=g(α)+g(β)  (α < β )να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=g(x) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (α, β).

6.
Αν για τη συνεχή συνάρτηση f ισχύουν με f(α) > β και f(β) < α  (α < β ) να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = x έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (α, β).
7.
Αν για τη συνεχή συνάρτηση f στο [α, β] ισχύει  α ≤ f(x) ≤ β  για κάθε x([α, β], να δειχθεί ότι η  εξίσωση f(x) = x έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο [α, β].
8.
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ( και για κάθε x (( ισχύει 0<f(x)<1. Να δειχθεί ότι έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1) η εξίσωση f2(x) -2f(x) +2x = 0.
9.
Αν για κάθε x ([0, 1] ισχύει  0 < f(x) < 1 και η f συνεχής στο [0,1], να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ( (0, 1) τέτοιο ώστε f(x0)=x02.  
10.
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και ισχύει η σχέση f(α)+f(β) = α2 + β2.  Να δειχθεί ότι υπάρχει x0 ( (α, β)  τέτοιο ώστε f(x0)=x02.  
11.
Έστω οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [α, β] , με g(x) (0 για κάθε x ( [α, β] . Να δειχθεί ότι υπάρχει x0 ( (α, β)  τέτοιο ώστε :
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12.
Δίνεται  η συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] με f(α) ( 0. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ ( (α, β) τέτοιο ώστε :
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13.
Αν f και g δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [α, β] με : α≤f(x)≤β και α≤g(x)≤β, να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ([α, β] τέτοιο ώστε : (fog)(ξ) + (gof)(x) = 2ξ.
14.
Αν f και g δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [α, β], με f γνησίως αύξουσα και α < g(x) < β  για κάθε x ( [α, β], να δειχθεί ότι υπάρχει ξ((α, β) ώστε να ισχύει:  (fog)(ξ)=f(ξ) - g(ξ).

15.
Αν f και g δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [0, 1], με f γνησίως αύξουσα στο [0, 1] και 0< g(x) <1  για κάθε x ( [0, 1], να δειχθεί ότι υπάρχει ξ((0, 1) ώστε να ισχύει :





f(g(ξ)) + g(ξ) = f(ξ) + ξ

16.
Έστω f συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει x2 + f2(x) = 5x για κάθε x ( (0, 5). Να αποδείξετε ότι :


α) η f δεν έχει ρίζες στο (0, 5)


β) έχει σταθερό πρόσημο στο (0, 5)

γ) έχει τύπο f(x)=
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, αν f(1) = -2.
17.
Να δειχθεί ότι έχουν  κοινό σημείο οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:
 α)  f(x) = x2 + x

και 

g(x) = ημ2x+1


 β)  f(x) = 
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και 

g(x) = xex – 3 


 γ)  
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 δ)  f(x) = x

και

g(x) = συν2x

 ε)  f(x) = 
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18.
Να βρείτε το πρόσημο των συναρτήσεων :


 α) f(x) = x3 -3x2 -4x +12

β)  f(x) = x4 – 4x2

 γ) f(x) = 2συνx – 1 , x([o,2π]
δ)  f(x) = x3 – x


 ε) f(x) = x4 -7x3+17x2-17x+6
στ) f(x) = ln(x-1)-2


 ζ) f(x) = (lnx-1)(ex-1)(x-1) 

η) f(x) = ημx+συνx, x([-π,π]

19.
Μια συνάρτηση f που είναι ορισμένη και συνεχής στο ( ικανοποιεί τη σχέση : f3(x) + βf(x) + γf(x) = x3 -2x2 + 6x -1 , για κάθε x((, όπου β, γ (( με β2 < 3γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).

( Εξετάσεις 2001)
20.
Έστω f(x)= αx2 + βx + γ,  α ( 0 και γ2 +βγ +αγ <0. Να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 
α) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (-1,1)


β) έχει δύο άνισες ρίζες στο (.

21.
Έστω f(x)= αx8 + βx6 + γx2 + 1,  όπου α > 0.  Αν α + β + γ < -1 να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (.

22.
Έστω f(x) = xx ( lnx + x – 1 ), με x>0 .

α) Να βρεθεί  το 
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β) Να λυθεί η εξίσωση f(x) = 0

γ) Να δειχθεί ότι η εξίσωση 
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έχει μία τουλάχιστον θετική ρίζα.

23.
Αν η f συνεχής στο ( και ισχύει 



f2(x) = 4 +x2 –x + 3 f(x),  για κάθε x ((

α) Να δειχθεί ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (

β) Να βρεθεί ο τύπος της f αν f(2006) < 0.

24.
Αν f και g είναι ορισμένες στο ( και για κάθε x (( ισχύει f2(x)+g2(x)=1 να δειχθεί  ότι η  εξίσωση  f(x)(g(x)=1 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [-1, 1].

25.
Να δειχθεί ότι η εξίσωση 2003 x2005 + 5x = 2006 έχει μοναδική ρίζα στο (.

26.
Αν η f συνεχής στο [0, 1], με f(0) = f(1), να δειχθεί ότι :


α) Υπάρχει ξ ( [0 ,1] τέτοιο ώστε :
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β)  Υπάρχει ξ ( [0 ,1] τέτοιο ώστε :





[image: image18.wmf]1

f(

ξ)f(ξ)

4

=+


27.
Να δειχθεί ότι η εξίσωση  ln( e – ex ) = x έχει ακριβώς μια λύση. 
Για την ύπαρξη μίας τουλάχιστον ρίζας σε διάστημα (α, β).


Απαλοιφή παρανομαστών, αν υπάρχουν.


Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος.


Θεωρούμε το πρώτο μέλος συνάρτηση του f(x).


Εφαρμόζουμε το Θ. Bolzano στο διάστημα (α,β)*.





*Παρατηρήσεις


Αν δεν αναφέρεται διάστημα ελέγχουμε με δοκιμές ποιο είναι το κατάλληλο διάστημα.


Αν ζητείται η ύπαρξη περισσοτέρων από μίας ριζών μιας εξίσωσης, σε διάστημα Δ: χωρίζουμε το διάστημα Δ σε κατάλληλα υποδιαστήματα και εφαρμόζουμε το θ. Bolzano  σε κάθε ένα απ΄ αυτά τα διαστήματα. 


Αν ζητείται η ύπαρξη μιας τουλάχιστον ρίζας στο κλειστό διάστημα [α,β] στο τέταρτο βήμα θα προκύπτει f(α)(f(β)≤0 οπότε μπορεί να συμβεί f(α)=0 ή f(β)=0 δηλ. ρίζες να είναι και τα άκρα του διαστήματος α, β.


Αν η f  δεν ορίζεται στα άκρα α, β του διαστήματος ή δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ανοικτό διάστημα της μορφής (α,β) όπου α,β((((((( τότε ελέγχουμε αν ισχύει  � EMBED Equation.DSMT4  ��� και χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες ορίου και διάταξης συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν δύο τιμές κ και λ στις περιοχές του α και β αντίστοιχα για τις οποίες  ισχύει f(κ)(f(λ)<0  και εφαρμόζουμε το Θ.Bolzano στο διάστημα [κ,λ]((α,β).





Για την μοναδικότητα της ρίζας εφόσον ζητείται αποδεικνύουμε :


 ή ότι η f είναι « 1- 1»


 ή ότι η f είναι γνησίως μονότονη


 ή με απαγωγή σε άτοπο





Σχόλιο


Η ύπαρξη μιας τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης f(x)=0 σε διάστημα Δ αποδεικνύεται:


α) Με παρατηρητικότητα ( δηλ. με δοκιμές )


β) Με άμεση επίλυση (δηλ. με τους τρόπους που ήδη γνωρίζουμε)


γ) Με εφαρμογή του Θ. Bolzano ( εξασφαλίζει την ύπαρξη ρίζας ) 









1


5

_1194550824.unknown

_1194554658.unknown

_1194556464.unknown

_1194558901.unknown

_1194559601.unknown

_1194559677.unknown

_1194558833.unknown

_1194555165.unknown

_1194552684.unknown

_1194554551.unknown

_1194552338.unknown

_1194547545.unknown

_1194548789.unknown

_1194550231.unknown

_1194547951.unknown

_1194547345.unknown

_1194547416.unknown

_1194546856.unknown

_1194542473.unknown

