Θ. ROLLE
Α.:   Έλεγχος  αν ισχύει το Θεώρημα Rolle στο διάστημα [α,β]

Μεθοδολογία :   Εξετάζουμε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος

· f συνεχής στο [α, β]

· f παραγωγίσιμη στο (α, β)
· f(α) = f(β)


Βρίσκουμε την παράγωγο f ΄(χ) και λύνουμε την εξίσωση f ΄(χ) = 0

Ασκήσεις

Να εξεταστεί αν ισχύει το Θ. Rolle  για τις επόμενες συναρτήσεις στο αντίστοιχο διάστημα  [α, β] και να βρεθούν οι ρίζες της παραγώγου στο διάστημα [α, β].
1. f(x) = x2 -4x +10      στο   [ 1, 3]

2. f(x) = -2x2 -4x +8     στο   [ -3,1]

3. f(x) = x4 -2x2 + 3       στο  [ -2, 2]

4. f(x) = ημx + συνx + 3  στο [0, π/2]

5. 
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Β.:  Προσδιορισμός παραμέτρων  ώστε να ισχύει το Θ. Rolle
Μεθοδολογία :
Δίνεται το διάστημα [α, β]

· Θέτουμε  f(α) = f(β)
· Ελέγχουμε τη συνέχεια στο [α, β]

· Ελέγχουμε την παραγώγιση στο (α, β)

· Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων που προκύπτουν από τις προηγούμενες περιπτώσεις
Ασκήσεις

Να βρεθούν οι τιμές των α, β, γ  ώστε να ισχύει το Θ. Rolle στο [α, β]

6. f(x) = x2 –(α+1)x + 3α -5

στο  [2, 4]  

7. f(x) = x3 – (5-α) x2 + 9x -2α + 5   
στο   [1, 4]

8. f(x) = 
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10. 
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Γ.:  Ύπαρξη  μιας τουλάχιστον ρίζας στο διάστημα  [α, β]

Μεθοδολογία :


· Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος

· Θεωρούμε το πρώτο μέλος ως συνάρτηση f(x)

· Αν  f(α) f(β) < 0 ισχύει το θεώρημα Bolzano και η εξίσωση έχει μια  τουλάχιστον ρίζα στο (α, β)

· Αν δεν ισχύει η προηγούμενη περίπτωση παίρνουμε μια αρχική F(x) της f(x)   ( δηλ.. F΄(χ) = f(χ) ) και εφαρμόζουμε το Θ.Rolle.
Ασκήσεις

Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μια τουλάχιστον ρίζα στο (α, β}.
11. 4x3 + 9x2 -4 = 0   




στο  (-2,1)
12. 2x3 -9x2 + 11x -3 = 0 



στο  ( 1.3)

13. 4(α-β)x3 +3(2α-3β)x2 + 2(7α-β)x = 10α - 5β
στο  (0,1)

14. (2x-1)συνx = (x2 – x) ημx 



στο  (0,1)

15. 3ημx = 2ημ2x




στο  (0, π/3)
Δ.:  Ύπαρξη  ν το πολύ ριζών   « η  f(x) = 0  έχει το πολύ  ν ρίζες »

Μεθοδολογία :
· Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος

· Θεωρούμε το πρώτο μέλος ως συνάρτηση f(x)
· Υποθέτουμε ότι έχει ν+1 ρίζες ρ1<ρ2<…<ρν<ρν+1.

· Εφαρμόζουμε το Θ.Rolle στα διαστήματα [ ρν, ρν+1]
· Καταλήγουμε σε άτοπο σχετικά με τις ρίζες των παραγώγων f΄(x), f΄΄(x), f΄΄΄(x), ... κτά περίπτωση.
Ασκήσεις
Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση έχει το πολύ μια ρίζα 

16. 2x3 +9x2 -12x +5 – 0 

στο  (0,3)
17. κlnx +x = κ,  με κ>1 

στο   (0,+()

18. 4x -3συνx +2 = 0 


στο (0, π)

19. x3 -12x + α = 0 


στο  (-2,2)
20. 2x3 -3x2 -36x + συνθ = 0 , θ((
στο   (0,1)

Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν το πολύ 2 ρίζες

21. x4 -2x3 +3x2 -3x +1 = 0
22. 2x4 –x3 +2x2 -3x + 2= 0
23. e-x = αx   α((+
24. Αν η συνάρτηση f(x) είναι δύο φορές παραγωγίσιμη  με f ΄΄(x) ( 0 για κάθε  x((  να δειχθεί ότι  η f(x) έχει το πολύ δύο ρίζες στο (
Ε.:
Ύπαρξη μοναδικής ρίζας

Μεθοδολογία :

· Μεταφέρουμε όλους τους όρους στο πρώτο μέλος

· Θεωρούμε το πρώτο μέλος ως συνάρτηση f(x)
· Αποδεικνύουμε ότι υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της f(x) ( ή με Bolzano, ή με αρχική και Rolle, ή με προφανή ρίζα )

· Υποθέτουμε ότι η f(x) έχει δύο ρίζες και εφαρμόζουμε το Θ.Rolle στο διάστημα των ριζών
· Καταλήγουμε σε άτοπο , η παράγωγος f΄(x) δεν έχει ρίζα στο διάστημα των ριζών

Ασκήσεις
Να δεχθεί ότι έχουν μοναδική ρίζα οι εξισώσεις 

25. x3 +2x2 +5x -1 = 0
26. x3 -3x2 +7x + 2 = 0
27. x3 –αx2 + α2 x -1 = 0 ,  α ( 0

28.  ex-1 =2 –x
29. x2 -2lnx -1 = 0 
στο  [1, +()

30. 
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ΣΤ.: Ύπαρξη σημείου ξ((α, β)  που ικανοποιεί ορισμένη σχέση 

Μεθοδολογία :
· Μεταφέρουμε όλους τους όρους της ζητούμενης σχέσης στο πρώτο μέλος, θέτουμε όπoυ ξ το x  και θεωρούμε το πρώτο μέλος Α(x)
· Βρίσκουμε αρχική  F(x)  της  Α(x)  (  F΄(x) = Α(x)  )  
· Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle  για την F(x)

Βοηθητικός πίνακας
	Δίνεται η f συνεχής στο [α,β] και παραγ. στο (α, β) .

Ζητείται η ύπαρξη ξ ((α, β) που ικανοποιεί τη σχέση
	Βοηθητική συνάρτηση F(x) στην οποία εφαρμόζουμε το θ. Rolle

	f΄(ξ) = c
	F(x) = f(x) –cx

	f΄(ξ) = ν ξν-1
	F(x) = f(x) - xν

	f΄(ξ) ( c – ξ ) = f(ξ)
	F(x) = (c-ξ) f(x)

	f΄(ξ) ( ξ – c ) = f(ξ)
	F(x) = 
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	ξ f΄(ξ) = ν f(ξ)
	F(x) =
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	f΄(ξ) =c f(ξ)
	F(x) = e-cxf(x)

	f΄(ξ)(g(ξ) + f(ξ)(g΄(ξ) = 0
	F(x) = f(x)(g(x)

	f΄(ξ)(g(ξ) - f(ξ)(g΄(ξ) = 0
	F(x) =
[image: image8.wmf]f(x)
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Ασκήσεις
31. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ισχύει f(0) = f(1) +1, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ( (0, 1) ώστε να είναι :   f΄(ξ) = 3ξ2 -2ξ  -1

32. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ισχύει f(α) = β2 και f(β) = α2  με  α<β, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ( (α, β) ώστε να είναι : f΄(ξ) +2ξ = 0

33. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ισχύει αf(α) = βf(β) με α<β, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ( (α, β) ώστε να είναι : ξf΄(ξ) + f(ξ) = 0.

34. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ισχύει βf(α) = αf(β) με 0<α<β, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ( (α, β) ώστε να είναι :  (ξ+α) f΄(ξ) = f(ξ)
35. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ισχύει  f(α) –f(β) = α3 –β3 με α<β να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ( (α, β) ώστε να είναι :  f΄(ξ) = 3ξ2.

36. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f(x) ισχύει βf(α) = αf(β) με 0<α<β, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ( (α, β) ώστε να είναι :  ξ f΄(ξ) = f(ξ)
37. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης F(x) =
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  όπου  f(x) παραγωγίσιμη συνάρτηση στο Δ και να δείξετε ότι η εξίσωση F(x) = 0 είναι ισοδύναμη με την εξίσωση  :  f΄(x) = 2004 f(x) .   Αν η f παραγωγίσιμη στο [-1, 1] με e2004 f(-1) = e-2004 f(1) , να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ((-1,1) τέτοιο ώστε  f΄(ξ) – 2004 f(ξ) = 0. 
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