Θ. ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ  ( LAGRANGE )
Α.:  Έλεγχος αν ισχύει το Θ. Μέσης Τιμής

Μεθοδολογία :   Αποδεικνύουμε ότι ισχύει 

· η f  συνεχής στο [α, β]

· η f  παραγωγίσιμη στο (α, β)

· οπότε  f ΄(x) = 
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 για ξ ( (α, β)

· Από την πάνω σχέση βρίσκουμε το ξ

· Αποδεικνύουμε με ισοδυναμίες ότι  α<ξ<β

Ασκήσεις

Να δειχθεί ότι ισχύει το Θ. Μέσης Τιμής στο αντίστοιχο διάστημα και να βρεθεί το ξ.
1. f(x) = 3x2 – 5x 
στο  [1,3]

2. f(x) =  ex  
στο  [0,1]

3. f(x) =  x +lnx 
στο  [1,e]

4. f(x) =
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Β.:  Προσδιορισμός παραμέτρων ώστε να ισχύει το  Θ. Μέσης Τιμής
Μεθοδολογία : 

Για να προσδιορίσουμε τις παραμέτρους σε μια συνάρτηση ώστε να ισχύει το Θ. Μ. Τ.  θα πρέπει η συνάρτηση  να είναι 

· η f  συνεχής στο [α, β]

· η f  παραγωγίσιμη στο (α, β)

Ασκήσεις  

Να βρεθούν τα α,β ώστε για την  παρακάτω συνάρτηση να ισχύει το Θ.Μ.Τ.

5. 
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6. 
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Γ.:  Άμεσες εφαρμογές του Θ.Μ.Τ.
Μεθοδολογία :  
Γενικά εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ.  στην περίπτωση που έχουμε παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα [α, β]

Ασκήσεις 

7. Αν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο [1,5] με f(1) = -2 και  
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 για κάθε  x ( (1,5) , να αποδείξετε ότι   -10 < f(5) < 6.
8. Αν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο [0,3] με f(0) = 2 και  
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 για κάθε  x ( (0,3) , να αποδείξετε ότι   
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9. Αν η συνάρτηση f(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύουν f(3) = 4  και  
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 για κάθε x(( να δειχθεί ότι  
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10. Η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο [3, +( ) και παραγωγίσιμη στο  (3, +( ). Αν f(3) = 0   και  0< f ΄(x) < 1  για κάθε x > 3 , να αποδείξετε ότι  0<f(x)<x-3.
Δ.:   Απόδειξη διπλών ανισοτήτων  της μορφής   Α(x) ( B(x) ( Γ(x)
Μεθοδολογία  : 


· Μετασχηματίζουμε τη διπλή ανισότητα έτσι ώστε στη μέση να σχηματιστεί η διαφορά f(β) – f(α) όπoυ f  μια από τις γνωστές συναρτήσεις χν , ex, lnx, ημx, συνx, κ.τ.λ.

· Εφαρμόζουμε το Θ. Μ .Τ. στο διάστημα [α, β] και γράφουμε τη σχέση f ΄(ξ) = 
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· Βρίσκουμε την f ΄(ξ) σε σχέση με το ξ
· Θέτουμε   α < ξ < β   και την μορφοποιούμε για να βρούμε  την f ΄(ξ) 

· Τοποθετούμε το πηλίκο στην προηγούμενη μορφοποίηση και με κατάλληλες πράξεις, αν χρειάζεται σχηματίζεται η ζητούμενη ανισότητα 

Ασκήσεις

Να αποδειχθούν οι παρακάτω ανισότητες

11.   (β-α)eα < eβ – eα < (β-α)eβ  
με  α < β

12.   
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με  α < β
13.    
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14.     1+ x ( ex ( 1 +xex  

με   0 ( x ( 1
15. 
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x > 1
17. 
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ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Α.:   Σταθερή συνάρτηση . Κριτήριο  f ΄(x) = 0

Μεθοδολογία :  

· Παραγωγίζουμε τη συνάρτηση 

· Εκτελούμε τις αντικαταστάσεις και τις πράξεις 

· Βρίσκουμε παράγωγο μηδέν στην περίπτωση που είναι σταθερή η συνάρτηση

· Για να βρούμε τη σταθερή τιμή της συνάρτησης ( το c ) θέτουμε όπου x  ένα κατάλληλο αριθμό

Ασκήσεις

Να αποδειχθεί ότι οι επόμενες συναρτήσεις είναι σταθερές και να βρεθεί η τιμή τους

18.   f(x) = ( ημx + συνx)2 + ( ημx – συνx)2
19.   f(x) = (ex + e-x)2 - ( ex –e-x)2
20.  Αν οι συναρτήσεις  f και g  είναι παραγωγίσιμες  με    f ΄(x) = g(x)   και   g΄(x) = -f(x)  να δειχθεί ότι η συνάρτηση  h(x) = f(x) ημx +  g(x) συνx   είναι σταθερή 
21. Αν  η συνάρτηση f(x) είναι παραγωγίσιμη με  f ΄(x) = -f(x). Αν  f(0) = 1 να δειχθεί ότι είναι σταθερή η συνάρτηση h(x) = f(x) ex και να βρεθεί η συνάρτηση f(x).

22.  Αν οι συναρτήσεις  f και g  είναι παραγωγίσιμες στο ( με    f ΄(x) = -g2(x)   και   g΄(x) = f2 (x)  να δειχθεί ότι η συνάρτηση  h(x) = f 3 (x) +  g3 (x)  είναι σταθερή 
Β.:  Προσδιορισμός τύπου συνάρτησης 

Μεθοδολογία :  Όταν δίνεται στην μορφή  f ΄(x) = g(x) 

· βρίσκουμε με βάση τους κανόνες παραγώγισης την αρχική της  g(x) 

· Αν  G(x) είναι μια αρχική της g(x) ( δηλ. G΄(x) = g(x) )  η σχέση γράφεται  f ΄(x) = G΄(x)  οπότε  f(x) = G(x) + c .
· βρίσκουμε το c  από την δεδομένη τιμή της f(x)


Σε σύνθετες μορφές κάνουμε χρήση κανόνων παραγώγισης γινομένου , πηλίκου, δύναμης. Επίσης μετακινούμε τους όρους ή πολλαπλασιάζουμε ή διαιρούμε με κατάλληλες παραστάσεις έτσι ώστε να διαφανεί η παραγώγιση του κανόνα.
Ασκήσεις

Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f(x)  όταν ισχύουν 
23. f ΄(x) = 3x2 + 2x 

Με  f(1) = 3
24. f ΄(x) = 6x -2 + 4συνx 
Με  f(0) = 1 
25. f ΄(x) = 3συν3x – 2ημ2x
με    f(π) = 2
26. f ΄(x) = 
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27. f ΄΄(x) = 6,   f ΄(1) = 4  και  f(1) = 7
28. f ΄΄(x) = 2,   f ΄(0) = 1  και  f(0) = -1
29. 2xf(x) + x2 f ΄(x) = 3x2+4  με  f(1) = 2
30. f ´(x) ex = 2x- x2 

με  f(0) = 0
31. f ΄(x) ημx-f(x) συνx = ημx
με   f(π/6) = 
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32. x f ΄(x) lnx+ f(x) = x

με   x>0
33. Να βρεθεί η f(4)  όταν  f ΄(x2) = 5x3    με f(1) = 5
34. Να βρεθεί η f(8)  όταν  f ΄(x3) = 4x-1    με f(1) = 5
Γ.:    Εύρεση  μονοτονίας  με χρήση της πρώτης παραγώγου
Μεθοδολογία :  


· Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f(x)

· Βρίσκουμε την πρώτη παράγωγο f ´(x)

· Βρίσκουμε το πρόσημο της f ΄(x) στο πεδίο ορισμού της 

· Γράφουμε τον πίνακα μονοτονίας 

· Αν f ΄(x) ( 0 τότε η f(x) είναι γνησίως αύξουσα 

· Αν  f ΄(x) ( 0  τότε η f(x) είναι γνησίως φνίνουσα

Ασκήσεις

Να μελετηθεί η μονοτονία των συναρτήσεων

35. f(x) = x3 –3x2 +3x +1
36. f(x) = e-x (x2 + 2x +2)
37. f(x) = x + συνx
38. f(x) = x (lnx -1)
39. f(x) = 2lnx –x2
40. f(x) = 2x3 – 3x2
41. f(x) = 2x3 -9x2 +12x +3
42. f(x) = 
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43. f(x) =  x2 e1-x
44. f(x) = ln (x2 + 3x +2)
45. f(x) = 
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